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[ origine e lo sviluppo
del fusionismo




I.a definizione Gli inizi

Nesce in Europa negli anni Quaranta
Il fusionismo ¢é un orientamento del ‘800.

nell insegnamento  della  geometria
elementare che propone di trattare
simultaneamente argomenti affini di

geometria piana e geometria solida. Fonda le sue origini nella geometria
proiettiva di Gaspard Monge.

Si diffonde in Italia dagli anni Ottanta
del ‘800.



Le prime opere Le successive

Analogies de Ila  Géométrie

élémentaire, di Gabriel Alcippe Oversigt over Hovedformerne i1
Mabhistre, pubblicato in Francia nel Rummet som Indledning til

1844; Geometrien, di Adolph Steen,
Lehrgebiude der niederen pubblicato in Danimarca nel 1858;
Geometrie fiir den Unterricht ab Nouveaux éléments de géométrie di
Gymnasien und hoheren Charles Méray, pubblicato in Francia
Realschulen, di Anton Bretschneider, nel 1874.

pubblicato in Germania nel 1844;



Le prime opere

Elementi di geometria, di Riccardo
De Paolis, pubblicato nel 1884;

Elementi di geometria euclidea
esposti con nuovo metodo, di Angelo
Andriani, pubblicato nel 1887;

I.e successive

Elementi di geometria di Giulio
Lazzeri e  Anselmo Bassani,
pubblicato nel 1891;

Complementi di geometria, di
Giuseppe Zaccaria Reggio,
pubblicato nel 1898;

Elementi di geometria, di Giuseppe
Ingrami, pubblicato nel 1899.



G. Lazzeri, A. Bassani (1891), Elementi
di geometria: libro di testo per la R.
Accademia Navale, Livorno, Giusti, (2a

ed 1898).
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[.a divisione in libri:

Retta e piano. Segmenti, angoli e
diedri. Prime nozioni sul circolo e
sulla sfera. Rette parallele, rette e piani
paralleli.

Poligoni, angoloidi, poliedri. Distanze.

Relazioni fra rette, piani e sfere.
Relazioni di poligoni con un circolo e
di poliedri con una sfera, Superfici e
solidi di rotazione.

Teorta  generale  dell’equivalenza.
Equivalenza di poligont e superfici
poliedriche; di poligoni sferici e di
piramidi sferiche; dei prismi.
Grandezze limite. Equivalenza dei
poliedri: Equivalenza del circolo e dei
corpi rotondi.

Teoria delle proporziont. Figure simili.
Misure. Applicazione dell’Algebra alla

Geometria.



Pro Contro

il risparmio di tempo; la difficolta nel concepire una intuizione

e . . spaziale e la mancanza di modelli
la semplificazione di alcune teorie di

. adeguati;
geometria p1ana; gHath

il miglior coordinamento dello studio la mancata gradualita nel passare da

della matematica & con quello delle altre argomenti piu semplici a piti complessi;

discipline scientifiche. il ritardo nella esposizione di altre teorie.



Tra il IXX e il XX secolo:

Pur con diverse posizioni, lidea
generalmente condivisa era quella di
lasciare la possibilita ai docenti di
scegliere 1'approccio desiderato per
I'insegnamento della

geometria

elementare.

All’'inizio del XX secolo:

La polemica sul fusionismo si esauri
dopo i primi decenni del 900, con il
tacito ritorno alla separazione tra

geometria piana e solida.



Didattici Epistemologici

rendere piu semplice e rigorosa

aumentare l'efficacia e Iefficienza 'esposizione della geometria
dell'insegnamento della geometria; elementare;

attualizzare I'insegnamento esplicitare il legame delle diverse
secondario. teorie della geometria dagli assiomi

dal quale dipendono.



[l percorso didattico
di approfondimento

_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________



Argomento

teoria degli assi radicali

Destinatari

secondo biennio di liceo

Strumenti

fonte storica originale: Elementi di

Geometria di Lazzeri e Bassani (1898),

software di geometria dinamica.

12


http://mathematica.sns.it/opere/169/

Obiettivi specifici di apprendimento

Dalle Indicazioni Nazionali del 2010, nucleo Geometria:

“Affrontera I'estensione allo spazio di alcuni temi e di alcune tecniche della geometria
piana, anche al fine di sviluppare l'intuizione geometrica. In particolare, studiera le

posizioni reciproche di rette e piani nello spazio, il parallelismo e la perpendicolarita.”
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Tempistiche

I'attivita didattica proposta prevede

una durata indicativa di 6 ore.

Metodologie

cooperative learning;

laboratorio didattico.

Fasi di attuazione

attivitd in piccoli gruppi su fonte
storica originale;

discussione collettiva supportata da
GeoGebra 3D.
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Parte 1

G. Lazzeri, A. Bassani (1891), Elementi di geometria: libro di testo per la R. Accademia
Navale, Livorno, Giusti, (2a ed 1898)

Libro III
Capitolo II (Relazioni fra rette, piani e sfere)

Paragrafo 195 e Paragrafo 196
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Relazioni tra rette, piani e sfere

Teorema 1°. — Esistono in un piano infiniti circoli che passano
per due dei suoi punti. Il luogo geometrico dei loro centri ¢ la retta
perpendicolare al segmento, che ha per estremi i due punti, condotta
nel piano dato per il punto i mezzo di quel segmento.

Infatti, la retta a, perpendicolare al segmento AB nel suo punto

di mezzo (Fig. 175), essendo il luogo geometrico dei punti equidistanti
da A e B, o chiaro che un circolo, che abbia per centro un punto
3ualunque 0, di questa retta e per raggio la distanza di questo punto
al punti A, B, passa per 1 punti A, B. Nessun punto fuor: della

o retta a puo essere i1l centro di
P4 s T i un circolo, che passi per A e per
ra ) A . B, poiche esso non e egnalmente

distante da questi punti.
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[.e lezioni Relazioni tra rette, piani e sfere
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https: / /www.geogebra.org/ classic/twxnkbev

_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________



https://www.geogebra.org/classic/twxnkbev

Relazioni tra rette, piani e sfere

Teorema 2°. — Pertre punti,
non situati in linea retta, passa
uno, ed un solo, circolo.

Dati tre punt1i A, B, €, non

in linea retta (Fig. 126), sap-

iamo che esiste uno ed un solo punto O nel loro piano. equidistante

a essi (§ 160. Cor. 1°). Il circolo. che ha per centro O e per raggio

la distanza OA, passa per 1 tre punti A, B. (", e non esistono evi-
dentemente altr1 circoli che verificano la stessa condizione.

Corollario. — Ad un triangolo si puo sempre circoscrivere un
circolo.
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I.e lezioni Relazioni tra rette, piani e sfere



https://www.geogebra.org/classic/spejpjr5

Relazioni tra rette, piani e sfere

Teorema 1°. — Esistono infinite superficie sferiche, che passano
per due punti; il luogo geometrico dei loro centri ¢ il piano perpendi-
colare al segmento, che ha per estremi i punti stessi, condotto per il suo
punto di mezzo.

Infatti, il luogo dei punti equidistanti da due punti dati A.B e
il piano 2 perpendicolare al segmento, che ha per estremi 1 due punti
dati, condotto per il suo punto di mezzo (§ 161, Teor.): percio ciascun
punto di questo piano e centro di una superficie sferica, passante
per i punt1 A, B, la quale ha per raggio la distanza del medesimo
punto dai due punti dati. Nessun punto fuori del piano « pud esser
centro di una superficie sferica, che passa per i due punti dati.
essendo disegualmente distante da essi.
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e lezioni Relazioni tra rette, piani e sfere

https: / /www.geogebra.org/ classic/yfgjacvb
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https://www.geogebra.org/classic/yfqjacvb

Relazioni tra rette, piani e sfere

Teorema 2°. — Per tre punti, non situati in linea retta, passano
infinite superficie sferiche; il luogo geometrico derv loro centri ¢ la retta
perpendicolare al piano individuato dai tre punti, condotta per il centro
del circolo che passa per i punti stesst.

Questo teorema si dimostra come il precedente, ricordando che
il luogo dei punti equidistanti da tre punt1 dati A, B, C, non in linea
retta, e la retta perpendicolare al loro piano, condotta per 1l punto
di questo piano equidistante da essi. ossia per il centro del circolo
che passa per essi (§ 161, Cor. 1°).
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e lezioni Relazioni tra rette, piani e sfere

https:/ /www.geogebra.org/ classic/a6ksfghn
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https://www.geogebra.org/classic/a6ksfghn

Relazioni tra rette, piani e sfere

Teorema 3°. — Per quattro punti, non situati in un piano, passa
una, ed una sola, superficie sferica.

Infatti, dati quattro punti A, B, C, D non situati in un piano,
sappiamo che esiste uno, ed un solo, punto 0, equidistante da essi
(§161, Cor. 2°). Questo punto. ed esso solo e centro di una superficie
s?erica, che passa per i punti A, B,C, D, e che ha per raggio la di-
stanza di O dai punti stessl

Corollario. — Ad un tetraedro si puo circoscrivere una, ed una
sola, sfera.
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I.e lezioni Relazioni tra rette, piani e sfere

https: / /www.geogebra.org/ classic/rkad9spf
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https://www.geogebra.org/classic/rkad9spf

Paragrafo 195

Teorema 1
Teorema 2

Corollario

Relazioni tra rette, piani e sfere

Paragrafo 196

Teorema 1
Teorema 2
Teorema 3

Corollario
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Parte 2

G. Lazzeri, A. Bassani (1891), Elementi di geometria: libro di testo per la R. Accademia
Navale, 1ivorno, Giusti, (2a ed 1898)

Libro II, Capitolo IV (Distanze)

Libro III, Capitolo III (Sistemi di circoli e sfere);

27



Distanze

161. Teorema. — Il luogo geometrico dei punti equidistanti da due
punti dati ¢ il piano perpendicolure al segmento, che congiunge quer aue
punti, condotto per il suo punto di mezz0.

Infatti, dal teorema precedente risulta che la condizione neces=
saria e sufficiente, affinche un qunto sia equidistante da due punti A, B,
& che si trovi sopra una delle infinite perpendicolari al segmento
che 1i congiunge, condotte per il suo punto medio C. Siccome il luogo
di queste perpendicolari e il piano perpendicolare al segmento A
nel punto C (§ 60, Teor.), cosi tutti e soli i punti di un tal piano
codono della proprieta di essere equidistanti da A e da B.

Corollari. — 1°. I piani perpendicolari ai lati di un triangolo
nei loro punti medi passano per una retta, luogo geometrico der punti
equidistanti dai vertici del triangolo.



Sistemi di circoli e sfere

214. Teorema. — Il luogo dei punti, tali che © segmenti tangenti
condotti da essi a due sfere equali sieno equali, é la parte, esterna alle
due sfere, del piano perpendicolare al segmento congiungente ¢ centri,
nel suo punto di mezzo.

Infatti, ogni punto P di questo piano « e equidistante dai centri
0,, 0, delle due sfere S,,S, (§ 161, Teor.); quindi, se P e esterno
alle due sfere, e PA,, PA, sono due segmenti condotti da P, tangenti
alle due sfere, i due triangoli rettangoli PO, A,, PO, A, sono eguali,
avendo le ipotenuse PO,, PO, eguali e 1 cateti O,A,, 0.\, pure
eguali; percid & pure PA, = PA,.

Inversamente, se P & un punto tale, che 1 due segmenti PA,, PA.
condotti per esso tangenti alle due sfere sieno eguali, 1 triangoli
rettangohl PO, A,, PO,A,, avendo 1 cateti rispettivamente eguali.
sono eguali, e percio PO, = PO,, ossia P & equidistante dai centri
0, ed O,; dunque P dev'essere situato sul piano z.
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e lezioni Sistemi di circoli e sfere

https:/ /www.geogebra.org/ classic/twzgkqpt
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https://www.geogebra.org/classic/twzgkqpf

Sistemi di circoli e sfere

215. Teorema. — Il luogo dei punti di un piano, tali che i segmenti
tangenti, condotti da essi a due circoli, non concentrici, del piano mede-
simo, sieno equali, ¢ la parte di una retta perpendicolare alla retta
dei centri deir due circoli, esterna ai cerchi limitati da ess:.

Essendo ¢,, ¢, (Fig. 198) due circoli non concentrici di un piano,
si facciano passare per essi, due superficie sferiche eguali e di raggio
maggiore dei raggi dei due circoli dati, e sieno O,", 0,” 1 centr1 di
queste sfere. Allora il piano B, perpendicolare al segmento O,”O,".
nel suo punto medio, non pud essere parallelo al piano «, poiche, se
lo fosse, la retta dei centri delle due sfere, essendo lperpendicolare
al piano 3 per costruzione, sarebbe anthe perpendicolare al piano z.
e percid 1 centri dei due circoli dati coinciderebbero, il che e escluso
dall’ipotesi. 11 piano 9 tagliera dunque 1l piano « secondo una retta 7,
che ¢ il luogo geometrico dei punti del piano =, tali che sieno eguali
1 segmenti, condotti da essi, tangenti alle due sfere, e quindi anche
quelli taggenti ai due circoli dati.
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Asse radicale di due
circoli

215. Teorema. — Il luogo dei punti di un piano, tali che i segmenti
tangenti, condotti da essi a due circoli, non concentrici, del piano mede-
simo, sieno equali, ¢ la parte di una retta perpendicolare alla retta
dei centri deir due circoli, esterna ai cerchi limitati da ess:.

Essendo ¢,, ¢, (Fig. 198) due circoli non concentrici di un piano,
si facciano passare per essi, due superficie sferiche eguali e di raggio
maggiore dei raggi dei due circoli dati, e sieno O,", 0,” 1 centr1 di
queste sfere. Allora il piano B, perpendicolare al segmento O,”O,".
nel suo punto medio, non pud essere parallelo al piano «, poiche, se
lo fosse, la retta dei centri delle due sfere, essendo lperpendicolare
al piano 3 per costruzione, sarebbe anthe perpendicolare al piano z.
e percid 1 centri dei due circoli dati coinciderebbero, il che e escluso
dall’ipotesi. 11 piano 9 tagliera dunque 1l piano « secondo una retta 7,
che ¢ il luogo geometrico dei punti del piano =, tali che sieno eguali
1 segmenti, condotti da essi, tangenti alle due sfere, e quindi anche
quelli taggenti ai due circoli dati.

Sistemi di circoli e sfere
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Sistemi di circoli e sfere

Dimostriamo ora che la retta » & perpendicolare alla retta dei
centri 0,0,. Pertanto osserviamo che le perpendicolari al piano «,
condotte per i centri 0,”.,0,” delle due sfere S,, S,, incontrano questo

piano nei centri O,, O, dei circoli ¢,, ¢,, ed individuano un piano Y

che ¢ perpendicolare al piano a, e contiene le rette 0.0,, 0,0,
Ora anche il piano 3 & perpendicolare al piano y, essendo perpen-
dicolare alla retta O,’0, di questo piano, quindi (§ 65, Cor.) 1
piani « e B si tagliano secondo una retta r, che e perpendicolare

a v, e percio perpendicolare anche alla retta 0,0, di questo piano.
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e lezioni Sistemi di circoli e sfere

https: / /www.geogebra.org/ classic/ge5mnc5p
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https://www.geogebra.org/classic/qe5mnc5p

Sistemi di circoli e sfere

216. Teorema. — Dati tre circoli in un piano, tali che i loro centri
non sieno in linea retta, i tre assi radicali di questi circol, presi

due a due, passano per uno stesso punto.

Essendo ¢,, ¢,, ¢, 1 tre circoli dati in un piano «, in modo che
i tre centri non sieno in linea retta, si facciano passare per essl,
cid che & sempre possibile, tre superficie sferiche eguali S, S;, S,
di raggio maggiore dei raggi dei tre circoli dati, e sieno 0,’, O,, Oy
i centri di queste sfere. I piani perpendicolari ai segmenti 0,0,
0,0,", 0,0, nei loro punti di mezzo, tagliano il piano secondo 1
tre assi radicali delle coppie di circol ¢,, ¢;;5 ¢,,¢5; €y, Cs, ed inoltre
passano per una medesima retta » (§ 161, Cor. 1°), che & il luogo
§eqmetrico dei punti equidistanti da O,", 0,", O,". Evidentemente
a intersezione 7 non l}ub essere parallela al piano «, perche, se lo
fosse, i tre assi radicali dovrebbero essere paralleli fra loro (§ 40,
Teqr.), e quindi, contrariamente all’ipotesi, 1 centri dei tre circoli
dati sarebbero in linea retta. Dunque la retta r incontra il piano
in un punto, il quale & comune a tutti e tre gli assi radicali.
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Centro radicale di tre
circoli

Sistemi di circoli e sfere

216. Teorema. — Dati tre circoli in un piano, tali che i loro centri
non sieno in linea retta, i tre assi radicali di questi circoli, presi
due a due, passano per uno stesso punto.

Essendo ¢,, ¢,, ¢, 1 tre circoli dati in un piano «, in modo che
i tre centri non sieno in linea retta, si facciano passare per essl,
cid che & sempre possibile, tre superficie sferiche eguali S,, S;, S,
di raggio maggiore dei raggi dei tre circoli dati, e sieno 0,’, O,, Oy
i centri di queste sfere. I piani perpendicolari ai segmenti 0,0,
0,0,", 0,0, nei loro punti di mezzo, tagliano il piano secondo 1
tre assi radicali delle coppie di circol ¢,, ¢;;5 ¢,,¢5; €y, Cs, ed inoltre
passano per una medesima retta » (§ 161, Cor. 1°), che & il luogo
feqmetrico dei punti equidistanti da O,", 0,", O,". Evidentemente
a intersezione 7 non l}ub essere parallela al piano «, perche, se lo
fosse, i tre assi radicali dovrebbero essere paralleli fra loro (§ 40,
Teor.), e quindi, contrariamente all’ipotesi, 1 centri dei tre circoli
dati sarebbero in linea retta. Dunque la retta r incontra il piano
in un punto, il quale & comune a tutti e tre gli assi radicali.
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I.e lezioni Sistemi di circoli e sfere

https:/ /www.geogebra.org/ classic/seteczze
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https://www.geogebra.org/classic/seteczze

Sistemi di circoli e sfere

£19. Problema. — Costruire l'asse radicale di due circoli di un piano.

Se i due circoli dati si tagliano, o sono tangenti, sappiamo che
il loro asse radicale e la retta che unisce 1 punti comuni, o la tan-
gente nel punto comune. Se poi i due circoli ¢,, ¢, (Fig. 199) non

s1 tagliano i(l:iOé I'uno & esterno
o interno all’altro) si descriva
un terzo circolo ¢,, che 11 tagli
ambedue, e 1l cul centro non sia
in linea retta coi centri dei cir-
coli dati. Allora le due rette, che
uniscono 1 punti d’ incontro di
questo circolo con I'uno e coll’al-
tro dei due circoli dati, si tagha-
no in un punto P, che e 1l centro
radicale dei tre circoli, e la per-
pendicolare, condotta da questo

unto alla retta dei centri dei

ue circoli dati, sara l'asse ra-
dicale dei medesimi.
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I.e lezioni Sistemi di circoli e sfere



https://www.geogebra.org/classic/sfyxsmar

Sistemi di circoli e sfere

£48. Teorema. Il luogo dei punti. tali che i segmenti tangent,
condotti da essi a due superficie sferiche non concentriche, sieno equali,
¢ la parte di un piano, perpendicolare alla retta dei centri delle due

sfere, esterna ad esse.

Essendo S,, S, le due sfere date, O,, O, 1 loro centri, si con-
duca un piano « per la retta 0,0,; esso taglia le due superficie
sferiche secondo due circoli massimi ¢,, ¢,, aventi per asse radicale
una retta » perpendicolare alla retta dei centri 0,0,. Facendo ro-
tare il piano « di un mezzo giro attorno alla sua retta 0,0,, evi-

dentemente 1 circoli ¢,, ¢, descrivono le superficie sferiche S,, S,,
e la retta r descrive un piano perpendicolare alla 0,0,, che e 1l
luogo dei punti, tali che i segmenti tangenti, condotti da essi alle

due superficie sferiche, sono eguali.
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Piano radicale di due 41
superfici
sferiche Sistemi di circoli e sfere

t18. Teorema. Il luogo dei punti. tali che i segmenti tangent,
condotti da essi a due superficie sferiche non concentriche, sieno equali,
¢ la parte di un piano, perpendicolare alla retta dei centri delle due

sfere, esterna ad esse.

Essendo S,, S, le due sfere date, O,, O, 1 loro centri, si con-
duca un piano « per la retta 0,0,; esso taglia le due superficie
sferiche secondo due circoli massimi ¢,, ¢,, aventi per asse radicale
una retta » perpendicolare alla retta dei centri 0,0,. Facendo ro-
tare il piano « di un mezzo giro attorno alla sua retta 0,0,, evi-

dentemente 1 circoli ¢,, ¢, descrivono le superficie sferiche S,, S,,
e la retta r descrive un piano perpendicolare alla 0,0,, che e 1l
luogo dei punti, tali che i segmenti tangenti, condotti da essi alle

due superficie sferiche, sono eguali.
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I.e lezioni Sistemi di circoli e sfere



https://www.geogebra.org/classic/pzwercmn

Sistemi di circoli e sfere

219. Teorema. — Date tre superficie sferiche, i cui centri non sieno
in linea retta, i tre piani radicali di queste superficie, prese due a due,
passano per una stessa retta perpendicolare al piano dei loro centri.
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Asse radicale di tre superfici
sferiche

Sistemi di circoli e sfere

219. Teorema. — Date tre superficie sferiche, i cui centri non sieno
in linea retta, i tre piani radicali di queste superficie, prese due a due,
passano per una stessa retta perpendicolare al piano dei loro centri.

\\’ \ .\

b | \ \\:j ’ ." i) I
AN \ \_'//',' 7 v',l ’,', s
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i k!
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Sistemi di circoli e sfere

~ Sieno (Fig. 218) S,, 8,, S, le tre superficie sferiche date. O,, O, O,
i loro centri, non situati sopra una medesima retta, ed a,,, o, 2, 1

piani radicali delle coppie di superficie sferiche S,, S,; S,, 8,3 S,, S,.
Sappiamo (§ 218, Cor. 1°), che 1 Eeiani radicali «,,, «,, sono rispet-
tivamente perpendicolari alle rette O,0,, 0,0,, e percio si taghano
secondo una retta, la quale & perpendicolare al piano 0,0,0,, ed &
tale che 1 segmenti tangenti alle tre superficie steriche, condotti per
ciascuno de’suol punti, esterno ad esse, sono eguali. Siccome 1 segmenti
tangenti condotti dai punti di questa retta alle due superficie S,, S,

sono eguali, essa dovra giacere anche sul piano radicale z,, di queste
due superficie, e quindi tutti i tre piani radicali passano per la
stessa retta perpendicolare al piano dei centri delle tre superficie

sferiche.
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I.e lezioni Sistemi di circoli e sfere



https://www.geogebra.org/classic/dpqnvtqz

Relazioni tra rette, piani e sfere

Paragrafo 215  (asse

radicale di due circoli)

Paragrafo 216 (centro

radicale di tre circoli)

Paragrafo 218 (piano
radicale di tre supertfici

sferiche)

Paragrafo 215  (asse
radicale di tre supertici

sferiche)

47



Borgato, M. T. (2016). Il fusionismo:
moda didattica o riflessione sui

fondamenti della geometria? Periodico
di Matematiche, s. XII 8(2), 45-65.

Lazzeri, G, Bassani, A. (1891),
Elementi di geometria: libro di testo
per la R. Accademia Navale, Livorno:
Giusti, (2a ed 1898).

48



